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LIMITES DE FUNCOES

1) Introducéo

O conceito de limite é fundamental no calculo diferencial, um campo
da Matemaética que teve inicio no século XVII e é bastante fértil em resultados e
aplicagbes em varias areas do conhecimento, como a Fisica, a Engenharia, a

Economia, a Geologia, a Astronomia, a Biologia, entre outras.

2) Nocao intuitiva de limites

Vamos analisar alguns casos em que aparece a idéia informal e intuitiva
de limite.
Exemplos:
a)Vamos considerar una regido quadrada de area igual a 1.

Num primeiro momento vamos colorir a metade do quadrado.

Parte colorida:

1 .
— da figura.
> g

No momento seguinte, colorimos metade da regido e mais metade do

que restou:

Parte colorida:
1

—+£:§ da figura.
2 4 4

No proximo , colorimos o que havia sido colorido e mais metade do que

restou:

Parte colorida:

111 7 ,
—+—+—==— dafigura.
2 4 8 8

E assim, sucessivamente e indefinidamente, a area da regido colorida
resultante vai tendendo a 1. Dizemos, entéo, que o limite desse desenvolvimento,
guando o numero de momentos tende ao infinito, é colorir a figura toda, ou seja,

obter uma area colorida igual a 1.
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b) Seja a funcdo f(x)=2x+1. Vamos dar valores de x que se aproximem de 1,

pela sua direita (valores maiores que 1) e pela esquerda (valores menores que 1) e

calcular o valor correspondente de y:

Pela direita Pela esquerda

X y=2x+1 X y=2x+1 noo _—
1,5 4 0,5 2 e

1,3 3,6 0,7 2,4 St

1,1 3,2 0,9 2,8 ol
1,05 3,1 0,95 2,9
1,02 3,04 0,98 2,96 ik
1,01 3,02 0,99 2,98 ] }\::1“; :

Notemos que a medida que x se aproxima de 1, y se aproxima de 3, ou

seja, quando xtende a 1 (x —» 1), y tende para 3 (y — 3), ou seja:
IXiLI;I(ZX +1)=3

Observamos que quando x tende para 1, y tende para 3 e o limite da
fungéo é 3.

Esse é o estudo do comportamento de f(x)guando x tende para 1
(x—1). Nem é preciso que x assuma o valor 1. Se f(x) tende para 3 ( f(x) > 3),
dizemos que o limite de f(x) quando x —1 é 3, embora possam ocorrer casos em
que para x=1 o valor de f(x) n&o seja 3.

De forma geral, escrevemos:
limf(x)=b

X—a

se, quando x se aproxima de a (x — a), f(x) se aproximade b ( f(x) >b)

c) Estudaremos agora o comportamento de uma funcdo f nas proximidades de

x? -1

um ponto. Seja f(x) = X#=1.

Para xdiferente de 1, f pode ser simplificada e reescrita na forma mais
simples:

X2 ~1_ (x=1)(x+2)

f(x)=
() Xx-1 x-1

= f(X)=x+1
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Vamos analisar o comportamento desta funcdo nas vizinhancgas do

ponto x =1, ponto este que ndo pertence ao dominio de f .

Pela direita Pela esquerda
X y=x+1 X y=2x+1
15 25 0,5 1,5
1,3 2,3 0,7 1,7
11 2,1 0,9 1,9
1,05 2,05 0,95 1,95
1,02 2,02 0,98 1,98
1,01 2,01 0,99 1,99

Portanto quando nos aproximemos de x =1, pela esquerda e pela

direita, o valor desta funcao se aproxima de 2.

Neste caso dizemos que

0

Iinl1 f(x)= Iinl1(x +1)=1+1=2.

Exercicios

1) Considere a regido do plano limitada pelo triangulo retangulo de base fixa e igual
a 4cm. Faca a altura ir se aproximando de 3, mas sem nunca atingir 3, isto €, faca

a altura tender a 3. Complete a tabela dada e verifique para que valor esta

tendendo a area dessa regiao.

~ -

- N

2) O que ocorre, no limite, com a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo

se mantivermos a medida de um cateto constante e a do outro cateto for

Base

Altura

Area

1

1,5

2,0

2,5

2,9

2,999

N S S

2,999999

diminuindo, tendendo a 0 (mas nunca 0)?
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- ~ - n *
3) Considere a sequéncia a, = PR neN.
n+

a) Explicite essa sequéncia, escrevendo 0s valores para
n=12345,..,10,..,100,...,1000,...

b) Escreva na forma de numero decimal os termos da sequéncia do item anterior.

c) Para que valor esta tendendo essa sequéncia, quando n tende para infinito?

4) Considere o gréfico da funcgédo logaritmica f(x)=1log, x e reponda:
a) a medida que x tende a1, f(x) tende para que valor?

b) @ medida que x tende para uma valor cada vez maior, f(x) tende para quanto?
AY

/ 1 2

x tendendo a um valor cada vez maior

>

Gabarito
1) A &rea tende a 6 quando a altura tende a 3.
2) Se htende a 0, entdo a tende a b.

yal2345 10 100 1000
SR L L

b) 0,5;0,66...;0,75;0,8;0,833...;...;0,9090...;...;0,990099...;...;0,99900099....
c) Tende a 1.
4) a) 0 D) infinito.

RS - 377 km 27 - Passo Novo
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3) Definicdo informal

Considere uma funcao f definida para valores de x préximos de um ponto
a sobre o eixo X, mas ndo necessariamente definida no proprio ponto a.

Suponha que exista um numero real L com a propriedade de que f(x) fica
cada vez mais préximo de L, quando x se aproxima mais de a. Diz-se entdo que L é
o limite de f quando x tende para a, que simbolicamente expressa-se por:

lim (x) = L

X—a

Obs.: Se ndo existe um numero L com essa propriedade diz-se que ndo existe
lim f (x).
X—a

Notagao Significagao intuitiva Interpretagéo grafica

Podemos tornar f(x) téo ya

limf(x)=L |Proximo de L quanto| f{x)7]
X—a L
J&)

quisermos, escolhendo x

suficientemente préximo

-

de a e x#a. Y -~

O conceito de limites de fungbes tem grande utilidade na determinacéo
do comportamento de fun¢des nas vizinhancas de um ponto fora do dominio, no
comportamento de fungbes quando x aumenta muito (tende ao infinito) ou diminui

muito (tende para menos infinito).

Exemplos:

- o 3 _2x? L.
a) Verifigue como a funcdo f(x) = %se comporta para valores proximos de 2.
X

Vamos determinar seu dominio:

3x—6¢0:>3x¢6:>x¢g:x¢2

Portanto para x =2 o dominio ndo esta definido.

Vamos verificar para valores proximos de 2.
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X 3 2 X 3 2
X7 —2X X* —2X
f(X)=—— f(X)=—-—
3X—6 3X—6
1,9 1,20333333 2,1 1,47000000
1,99 1,32003333 2,01 1,34670000
1,999 1,33200033 2,001 1,33466700
1,9999 1,33320000 2,0001 1,33346667
1,99999 1,33332000 2,00001 1,33334667
1,999999 1,33333200 2,000001 1,33333467
o x® —2x?
Se simplificarmos a funcdo f(x) arvare obtemos:
() = X -2x2  x*(x-2) X
3Xx—6 3(x-2) 3
3 2 2
~ X —2X° X
Portanto a funcéo f (X)) =———=— .
3x—6 3
Vamos verificar graficamente:
T
Podemos concluir que:
3 2
. X7 —=2X 4
lim——=1333..=—
x>2 3X—6 3
X2+ X-2
- ~ —sex=1
b) Verifigue como a fungcdo g(x); x-1 se comporta para valores
2sex=1

préximos de 1.
Observe que para x =10 dominio ndo esta definido para a primeira parte
da funcao g(x) .

X2+Xx—2  (X-1)(x+2)
x-1 x-1

Simplificando obtemos x+2.

Construindo e analisando graficamente temos:
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L

Podemos observar que quando x tende a 1 o valor de y tende a 3, ou

seja Iin? g(x) =3, pois o que interessa é o comportamento da funcdo quando se

aproxima de 1 e n&o o que ocorre com a funcdo quando x=1.

c) Verifigue como a funcao f(x) :lse comporta para valores préximos de 0.
X

Temos que o dominio é R —{0}.
Portanto para x =0 o dominio ndo esta definido.

Vamos verificar para valores préximos de zero.

X f (X) X f (X) Vamos verificar graficamente:
-0,1 -10 0,1 10 -
-0,01 -100 0,01 100
-0,001 -1000 0,001 1000
-0,0001 -10000 0,0001 10000
-0,00001 | -100000 0,00001 100000 N i x
-0,000001 | -1000000 0,000001 | 1000000

Neste caso quando x tende valores negativos e positivos. Cada vez mais

préximo de zero, verificamos que temos dois valores para a f(x). O que contradiz a

o L - . .1
nossa definicdo informal de limite, isto €, ndo existe Img— .
x=0 ¥

Exercicios
1) Ache o valor de cada limite, caso exista, usando valores proximos:
X+4 X+2

- 2 - - - -
AUeCe2) mmx 9T @it e

f) lim(3x—1) g) lim(-x) h) lim100 i) limx ) lim(=1)
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2) Use a simplificacdo algébrica para achar o limite, caso exista, utilizando valores

préximos:
2 2 _
"mw b) "mw c) lim 2 4
>3 (X +1)(X+ 3) x>-1 X+1 x>2 X —2
202 _ 3 _ 2 _
d) Iim(x+h) X e) lim 2z 4 f IimZx 6X° +x-3
h—0 h 1>-27°-27-8 x—3 X—23
N G . r’+2r-3 L. h*+8
lim———— h) lim——— i) lim
9 1% -2 )H—3r2+7r+12 ) h+2
.. h’-8
) r!Lmz h-2
Gabarito
1)a)ll b) 4 c)7 d) 5/3 e)7
fy—7 g)3 h) 100 i) Tt -1
2)a) 7/2 b) 4 c)4 d) 2x e) Nao existe
f) 19 g) 1/3 h) -4 i) 12 )4

4) Definicdo de limite

Dizemos que o limite da funcdo f(x) quando x tende a “a” é igual ao
namero real L se, e somente se, 0s numeros reais f(x) para os infinitos valores de

X permanecem proximos a L, sempre que x estiver muito préximo de “a”.
Indica-se:
limf(x)=L

X—a

5) Propriedades dos limites

1°) Limite de uma constante
O limite de uma constante é a propria constante.
limk =k

X—a

Exemplo: Iirrz13 =3
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2°) Limite da soma e diferenca
O limite da soma é soma dos limites.
O limite da diferenca € a diferenca dos limites.

lim[f (x) £ g(x)]=lim f (x) £ lim g (x)

Exemplo: lim[x® +3x?|=limx® +1im3x* =1+3 =4
x—1 x—1 x—1

3°) Limite do produto
O limite do produto € o produto dos limites.

lim[f (x).g ()] =lim f (x).lim g (x)

Exemplo: Iirr314x2 = Iirr314.|im x?=4.9=36

x—3

4°) Limite do quociente
O limite do quociente é o quociente dos limites desde que o
denominador n&o seja zero.

lim f
jimF00 3 T

— X—>a

©ag(x)  limg(x)

Mlim(x+3)_'xif!(“3)_2+3_§
" o2 (X+4) Iing(x+4) 2+4 6

5°) Limite de uma poténcia
O limite de uma poténcia enésima de uma funcéo é igual a poténcia
enésima do limite.

lim(f )] =(lim f ()] neN’
Exemplo: lim(x* +3J = (Iinl1(x2 +3)f =@+3)=16
6°) Limite da raiz

O limite da raiz enésima de uma funcgéo € igual a raiz enésima do limite
dessa funcao.

limg/ f (x) :n\/nm f(x), neN"

Exemplo: Iin;i/?,x“ =5 Iirr;Sx4 —3/48

RS - 377 km 27 - Passo Novo
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Exercicios

1) Calcule o limite justificando cada passagem com as propriedades dos limites que

foram usadas.
H 2
a) lem(Sx —2x+3)

X—2
lim

d _rme
)Hlx +4x-3

9) Iirrzﬁ/x3—4x2+5x—x h) i

) Iim14/2x4 —x*+3x" —x+1

m

x—>—1

2) Calcule o limite, caso existir.

a) lim7 b) I|mE
X—4 x—>-13
H 2
e) leir;(Sx +x—1) f) lein(x —x°+X +1)
2 3
4x ) lim
-3 X+1 x—5 X -1

m) lim{/81x* n) |in41%/?

2\/_+x2
Hls 44X +5

u) Ixin}(3x —4)

r lim

x—1

[&

V) Iin12(—3x

y) Iirr11(—2x+5)4 z) lim(3x

3) Calcule o limite, caso existir.
lim1 lim

x—15
e) lim(3x-9)™

X—>=
2

Jx

+1)

_1)5

f) Iinl1(4x—l)5°

-1

6s
i) I|m(3t+4)(7t 9) ) I|m25

IFFarroupilha - Campus Alegrete
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b) Ixiir;(1+3\/;X2—6x2+x3) c) lim
e) lim(t® +1)(t+3)y

t—>-1

x? +3x —5x°

+ —

1)6

1+ 3x
1+ 4x* +3x*

s

f) limvu* +3u+6

u—>-2
(Xs

x4+ xP—x

i) lim
) 2—-X

X—>—2

T

x-1

d) lim

X—>—4

c) Ixile(st +x) [4x —%XJ

g) liméx*  h) lim(x—1)(4-x)

k) lim (2x -1 ) lim(3x - 2x" +5x-1f

0) Ilm(x +3)(x —4) p) lim(4x~ %

xaf
2

3/ a3
5) limi/x*-5x-4 1) |in;M

x* -1
w) lim 2= x) lim2X=1
x>-24X+3 x>4 3X +1
c) lim x d) limx

9) XILrIIZ(3x3—2x+7) h) Ixim(5x2—9x—8)

2x> +5x—-3

2
k) li 4x°—6x+3
—7X+2

————— D lim
H%16x3+8x—7 )

L 6X2
2
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X) limv?(3v— 4)9-v*)

y) lim V3k? +43/3k +2

3
16x” 5) lim/x —ax+1 1) lim

4—x3
v Iimx2+x—2 w) lim X2 —7x+10
x—1 X5 -1 x—>2 X6 -1

2) Ixi_rg(\/ x> —25+ 3)

4) Calcule os seguintes limites, caso existam.

a) Iirr21(3x2 —5x+2)

d) lim

X—>—-2

i/x3+2x2—3x+2
X2 +4x+3

9) lim 3X+2
-2 X* —6X+5

2 3
i) 1im 3X°—=2X-5
-2 —x* +3x+4

133 —Bx? —x+2
m) lim3

x—>-2 4x+3

_x*-1

lim
p) x-1 x—1
S) lim ﬂ

o X —X—6

3_

v) lim* 1

x—1 X -1

IFFarroupilha - Campus Alegrete
RS - 377 km 27 - Passo Novo

Alegrete - RS

2 _ 2 2
b lim X +2x-3 o) lim 2X°—=x+1
Hl 4x -3 o1 3x-2
e) Iirr11(4x2—7x+5) f) Iirpl(x3—2x2—4x+3)
2_ 2 _
h lim 3X°—-5x+4 |)ImX +2X-3
x>-1 2X+1 x>-3  5-3X
X3 —3x?—2x -5 2x% +3x—4
k) lim . [) lim
4 2XT-9x+2 = ox—4
2 2
. A2X 4+ 3x+2 . X°-4
n) im— —— o) lim 5
X2 6—4x X2 X —2X
—x2 . 4Ax* -9
I|m N lim
D x>-2 24 X ) Hg X—3
2x° +5x—3 . BX?+11x+3
t) lIim—— u) Ilm—
H12x —5x+2 H_EZX —-5x-12
8+x° . x*-16
w) lim X) lim 3
x>-2 4 — X2 x—>2 8§—X

4—-+16+h
h
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5) Seja afuncédo f definida por

X2 —3X+2
f(x)= x—1
3 sex=1

sex=1

Calcular Iirrl1 f(x).

6) Seja a funcéo f definida por
2x* —3x-2
f(x)=4 x-2
3 sex=2
Calcular IXLrT; f(x).

sexX#2

7) Seja a funcdo f definida por

2X% +9x+9 <3
f(x)= X+3

3 sex=-3
Calcular XILrp3 f(x).

8) Calcule os limites, caso existam.

22X+ X —4Ax+1 X3 4+3x*—x-3 . x*-6x-9
a) lim—; 5 b) lim——— c) lim——F—
x->1 X* —3X°+5X—3 x>l X7 —=X"+2 x>3 X* —8X—3
3 _ 2 _ 4 3 _ 2 _
d) Iimx3 3x2+6x 4 e) Iimx 31OXJ2r4 ) Iime 34x 2x+2
-1 X° —4X° +8x -5 o2 X7 —2X -1 2x°-3x°+1
_ X3=3x+2 x4 +x2-12x-12
g) lim——— h) lim 3 >
1 X" —4x+3 x>-2 2X°+T7X°+4x—-4
o X=X —xP45x+4 L xP+2x3-5x°-12x-4
i) lim—; 5 j) lim—; 3 5
x>-1 X°+4X°+5X+2 x>-22X" + 77X +2X° —-12x -8
K) limMLtX=2 ) ! m) lim==Y1=X
>3 X—3 -1 x—1 x—0 X
_ AX+3-2 _ A1-2x—x*-1 A1+ X —1-x
n) lim 0) lim p) lim
x—1 X—=1 x—0 X x—0 X
a) Iim«/2x— x+1 ) Iim3—«/210—x s) IimZ—;/x+1
x-1 X -1 x—1 X —1 >3 X° =9
2
) lim X *3=2 u) lim——> =4

X2 =3x+3 x> +3x-3
X1 X? —3X+2
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Gabarito
1)a)75 b)390 c)» d)¥% e)256 )10 g)0 h) —g 1) 225 j)“\/g

2)a) 7 b)%c)42 d)66 €29 )1 g6 h2 )9 j)%szg 625

m3 n X2  o0)52-20 p)1 q)? ne4s  s)-2 t)—%

w8 Vw7 w7/5 x)7/13 y)81 z)-16807

3) a)15 b)V2 ¢)-2 d)3 e)0 fi1 g -13 h)36 i)150 j)-23

k) -2 1) Nadoexiste m)1/12 n)-3/8 o)-Y p)9 g2 r)16/3 s)5
t)1/8 uy¥ v)3/5 w)0 x)810 vy) 8 2)3

4)a)4 b)4a/7 c)4 d)-2 e)2 f)4 g)-8/3 h)—12 )0 j)1/8 k) 9/4 1) 5/3
m)2 n)—2 0)2 p)2 q4 N6 s)4/5 t)-7/3 u)7/11 v)3/2 W)3 x)-8/3
5) -1 6) 5 7) -3

8)a)2 b)—-4/5 ¢)21/19 d)1 e)11/2 f)5/3 g)¥ h)-1/51i)8 j)7/8 k) Va I) %
m¥% n¥% o)1 p)l q)+2/4 1112 s)-1/24 t)-1/4 u)-8 V)3

6) Limites laterais
Se x se aproxima de a através de valores maiores que a ou pela sua
direita, escrevemos:

lim f(x)=b

x—a*

Este limite € chamado de limite lateral a direita de a.
Se x se aproxima de a através de valores menores que a ou pela sua
esquerda, escrevemos:
lim f(x)=c

X—=a

Este limite € chamado de limite lateral a esquerda de a.
O limite de f(x) para x — a existe se, e somente se, os limites laterais a

direita e a esquerda sao iguais, ou seja:

x—a*

= Se lim f(x)=lim f(x)=b, entdo limf(x)=b.
= Se lim f(x) = lim f(x), entdo nao existe lim f(x).

Vejamos um exemplo de aplicagéo que envolve limites laterais.

Instituto Federal farroupilha Campus Alegrete
RS - 377 km 27 - Passo Novo
Alegrete - RS

Fone/Fax: (55) 3421-9600
www.al.iffarroupilha.edu.br



Professor Mauricio Lutz

o | 14

INSTITUTO FEDERAL |

Um gas (tal como vapor d’agua ou oxigénio) € mantido a temperatura
constante no pistdo da figura abaixo. A medida que o gas é comprimido, o volume
V decresse até que atinja uma certa pressao critica. Além dessa presséo, 0 gas

assume forma liquida. Use o gréafico abaixo para acahr e interpretar.

a) limV; b) lim V; c) limV.
P—100" P—100" P—100
Y Vitros) H
Gas
0,8 :
0.3 5@_’0
B 100 P(torr)

a) Vemos pela figura acima que, quando a pressao P em (torrs) é baixa,
a substancia € um gas e o volume V (litros) é grande. (A definicdo de torr, unidade
de pressao, pode ser encontrada em textos de fisica.) Se P se aproxima de 100 por
valores inferiores a 100, V decresse e se aproxima de 0,8, isto é
limV =08

P—100"

O limite 0,8 representa o volume no qual a substédncia comeca a se

transformar de gas em liquido.

b) Se P > 100, a substancia é um liquido. Se P se aproxima de 100 por
valores superiores a 100, o volume V aumenta muito lentamente (pois os liquidos
sa80 quase incompressiveis), e

limV =0,3

P—100*
O limite 0,3 representa o volume no qual a substancia comeca a se
transformar de liquido em gas.

C) F)Iirlrgov nao existe, pois os limites lateriais a direita e a esquerda em (a)
-

e (b) sédo diferentes. (Em P = 100, as formas gasosa e liquida coexistem em
equilibrio, e a substancia ndo pode ser classificada seja como gas ou como

liquido.)
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Exercicios

1) Seja f(x)a funcao definida pelo gréafico:

YA

=Y

Intuitivamente, encontre se existir:

a) Iir? f(x). b) Iirg f(x). c) Iirrslf(x). d) Iir_rlof(x). e) Iirrlof(x). f) Iirr41f(x).

2) Seja f(x)a funcéo definida pelo grafico:

Vi

/
vl

Intuitivamente, encontre se existir;

=Y

a) lim f(0.b) lim f(x).c) lim f(x). d) lim f(x). e) lim f(x).

3) Seja f(x)a funcdo definida pelo grafico:

|

Intuitivamente, encontre se existir;

a) Iirp f(x). b) Iirp f(x). ¢) Iir_rlof(x). d) Iirrlof(x). e) Iirrllf(x).

Instituto Federal farroupilha Campus Alegrete
RS - 377 km 27 - Passo Novo
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4) Seja f(x)afuncéo definida pelo gréafico:

v

Intuitivamente, encontre se existir;

a) lim f(x). b) lm f(). ¢) limf(). d) lim £(x). e) lim £(. 7 limf(x).

5) Seja f(x)a funcdo definida pelo grafico:

Vi

Intuitivamente, encontre se existir:

a) lim f(x). b) lim f(x). ¢) lim £(x). d) lim f(x). €) lim f (x).

6) Seja f(x)a funcdo definida pelo grafico:

B |

A

Intuitivamente, encontre se existir;

a) Iir;]f(x). b) Iirzrl f(x). ¢) Iirrzlf(x). d) Iir(r)]f(x). e) Iir(r)lf(x). f) Iirrolf(x).

[N
=Y

RS - 377 km 27 - Passo Novo
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7) Seja f(x)a funcao definida pelo gréfico:

yi

=Y

Intuitivamente, encontre se existir;

a) lim f(x). b) lim (). ) limf(). d) lim f(x). e) lim £(x). ) limf(x).

8) Seja f(x)a funcao definida pelo gréfico:

VA
4§ pranrns *

i

N~

)
=Y

Intuitivamente, encontre se existir;

a) lim f(x). b) lim f(). ) limf(). d) lim £(x). e) lim £(x). f) limf (x).

9) Calcule os limites laterais.

2 2 2
a) lim-2X b) lim— o) lim X FXFL gy i Y2 7XT
-1 X —1 x—>2" X — 2 x—3" X —2X—3 x5~ X—5
3 2 2 3
e) lim > A S T CAa) B R T
x>2" X — 2 x-3" X° —2X+3 h—0" h x> X =1
2_ —
iy lim X =4 i) lim YX*2-+2
x—2" 2 —X x—0* X

10) Para cada fungédo f(x) abaixo, calcule lim f(x), lim f(x) e lim f(x), quando

existirem.

a) f(x)=%6,a:6b) f(x):%,a=1 C) f(x):%s,a=0

Instituto Federal farroupilha Campus Alegrete
RS - 377 km 27 - Passo Novo
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18

Professor Mauricio Lutz

® |
d f(x)=——,a=2
) f(x) 2 .
1
9 f(x)==,a=0
X

)] f(x):2x+i2,a:0
X

e) f(x):xx_l,azl
h) f(x):;—zl,a:O

9] f(x):5x+i,a:2
X—2

m) f(x):;z,azl n) f(x)=iz,a=3
5x(x-1) (x=3)
11) Calcule os limites, caso existam.
2 _y2
a) lim X = b lim 22—
x>3 X—23 X—— 7 7+ X
2 3
dy lim 2% e) lim—
x—0 X° —3X x—0 2)(
2 —
g) li X“—=7x+12 h) IImx—l
>4 X—4 oL X2 —3X+2
-— 3_
i) lim=X=2 k) lim*=8
x=2 X —4 X2 X —2
. X2 —4x+3 . X+1
m) lim—; n) lim————
-1 X -1 x>-1%% 43X + 2
Gabarito

) 100=",a=0
1

) f(x)=75.a=

>

I) f(X):(Xs_—);-)Z,a:].

1

0) f(X)=m,a:

1)a)-1 b)3 c)1 d)-1 €)3 )3 2)a)0 b)0 c)0 d)+o e)+w

3) a) ¥

10) a) 0, -co e ndo existe o limite;

nao existe o limite;

b) +« ) —~ d) %
5 a0 b)0 c)—= d)+=

e)%2 4)a)0 b)0 ¢c)0 d)—= e)+~ )4

e)l 6)a)3 b)l c)ndoexiste d)2 e)2 f)2
7Ya)d b)4 c)2d)l e)l f)1 8a)l b)l c)4 d)3 e)3 )3
9)a) +° b)—x c)—~ d)—= e)—= f)-0,8333 g)6 h)1,5 i)—4j) 0,3535

d) -o0, 0 e ndo existe o limite;

b) -, co e néo existe o limite;

C) o, -0 €

€) oo, -0 € nao existe 0

limite; f) oo, -0 e n&o existe o limite; g) 0,0 e ©; h)-00,-0 € -00; i) oo
-oco e nao existe o limite; ) 0,00 e c0; K) 0, -c0 e ndo existe o limite; ) oo, 00
€00, m)oo,00 €0; N)oo,00 0o, 0)0o,00 € 0o,

11)a)6; b)l4; «c¢)1/10; d)-1/3; e€)0; ©H-2; gl, h-1, 1i)0;

)% ; k)12; )27, m)-2/3; n)l.
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7) Continuidade

Dizemos que uma fung¢do é continua num ponto a do seu dominio se as
seguintes condicOes séo satisfeitas:
= f(a) é definida;

= lim f (x) existe;
X—a

= limf(x) = f(a).

Ao utilizarmos estas condi¢cbes para mostrar que uma funcdo f é

continua em c, basta verificar a terceira condicéo, porque se lim f(x) = f(a), entado
X—a
f (a) deve ser definida e também lim f(x) deve existir, ou seja, as duas primeiras
X—a

condicOes estao satisfeiras automaticamente.

x* -4

Exemplos: a) Verificar se a fungdo f(x)= é continua em x=3.

X—2
Calculo de f(3)

2 _ 2
S AN
X—2 3-2

f(x)= =5

Calculo do Iirr31 f(x):

2 — —
.imx_4=|imw="m(x+g)=3+2=5
x>3 X —2 x—>3 X — x—>3

Como Iirr31 f(x)=f(@3), f(x) é continuaem x=3.

b) Utilizando a mesma funcéo do exemplo anterior, S6 que agora no ponto x=2 e
verifificar se a funcéo continua sendo continua.
Célculo de f(2)

2_ 2_
X 4:>f(2):2 4:9
X— 2-2 0

Este resultado é chamado de indeterminag&o e iremos falar no proximo

f(x)=

item. Logo para f(2) afuncao ndo esta definida.

Se formos verificar a existancia do limite neste ponto temos:

RS - 377 km 27 - Passo Novo
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lim X* -4 _ lim (X+2)(x—2)

=lim(x+2)=2+2=4
x>2 X —2 x—2 X—2 X—2

Mas como falhou a primeira das trés condi¢gfes, ndo precisamos testar
as outras (mesmo sabendo que o limite existe) para saber que a funcdo é

descontinua no ponto x=2.

Exercicios

1) Dada a funcédo f(x) :L);, diga se f(x) é continua nos pontos:
X+

a) x=0. b) x=-1. C) x=2.
~ X+5 , . .
2) Dada a fungéo f(x)=—————, digase f(x) é continua nos pontos:
X°+3x-10
a) x=5. b) x=2.

3) Determine se a funcéo é continua ou nao no ponto indicado.

a) f(x)=x>-5x+1para x=2; x=-2; x=0.

b) g(x)=+/(x-1)*+5 para x=1; x=-1; x=0.
c) h(x)=vx*+9 para x=3; x=-3; x=2.
d) g(x)=vx*—9 para x=-2; x=-3; x=1.

e) f(x):i para x=1; x=-1; x=0.

f) h(x) =

e para x=2; x=-2; x=0.
X —

Gabarito

1)a)continua b) descontinua c) continua 2)a) continua b) descontinua

3) a) continua; continua; continua. b) continua; continua; continua.

C) continua; continua; continua. d) descontinua; continua; descontinua.

e) descontinua; continua; continua. f) descontinua; descontinua; continua.

RS - 377 km 27 - Passo Novo
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8)Formas indeterminadas

Existem simbolos que ndo tem significado e sdo denominados como

simbolos de indeterminagéo que séo %
Obs.: Se o limite de uma funcdo der uma destas indeterminag¢des nao significa que

o limite ndo existe, devemos levantar a indeterminacdo e encontrar o limite da
funcgéo.

9) Limites envolvendo infinitos

IimE:O Exemplo: A

X—>0 X

Iiml:O

X—>— X

.1
lim==o
x=0, X

1
lim==—-x
x—=0_ X

10) Limites envolvendo funcdes compostas

Antes de falarmos em limites envolvendo fungbes compostas, vamos
fazer uma breve revisdo para enterdermos o que é uma fungcédo composta.

Em primero temos que entender que funcdo é uma relacdo entre dois
conjuntos. Uma funcdo composta € uma relacdo de outra relagéo, ou seja, € uma
relacdo que depende de outra pra existir.

Costuma-se dizer que funcdo composta é a jungdo de duas outras
funcBes. Matematicamente podemos dizer que fungcdo composta é:

Considerando trés conjuntos distintos A, B e C. Entre eles existem as

seguintes funcbes: f:A—>B e g:B—>C.
Ird existir outra funcdo h:A—C, assim a fungdo h(x)=g(f(x))é
chamada fungcdo composta. Essa funcdo composta também podera ser indicada

por go f =g(f(x)) (I&—-se: g compostacom f).

RS - 377 km 27 - Passo Novo
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Observando a definicdo acima de funcéo composta, veja um exemplo de
como encontramos uma fungéo composta:

Dados trés conjuntos A={-2,-10,3}, B={3,0,-18 e C={6,0,-216}.
Entre eles existem as seguintes funcodes:

f : A> Bdefinida por f(x):x*-1 e g:B—C definida por g(x)=2x.
Veja o diagrama abaixo que representa essas funcoes:

—R T

A B C

Para cada elemento de A existe um elemento em B tal que f(x):x*-1
e para cada elemento de B existe um elemento de C tal que g(x)=2x. Assim,
podemos concluir que existe uma funcdo h: A— C definida por h(x)=g(f(x)), ou

seja, h(x) =2(x*-1)=2x*-2. Veja o diagrama abaixo:

h

Exemplos: a) Sendo dados f(x)=x*+2 e g(x)=3x, calcular g(f(x))e f(g(x)).

g(f(x))=g(x*+2)=3(x* +2) =3x" +6 = g(f (x)) =3x" +6
f(g(x)=fBX)=(Bx)*+2=9x"+2= f(g(x))=9x* +2

b) Dados f(x)=2x-1e g(x)=3x+2, calcular f(g(1)).

f(g(x))=F(Bx+2)=2(3x+2)-1=6x+4-1=6x+3
f(g(2)=6(1)+3=6+3=9

RS - 377 km 27 - Passo Novo
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Agora retomando nosso limites que envolvem fungbes compostas.
Se limg(x)=b e f é continua em b entao:
lim f(g(x))= f (b) = f{limg(x))
lim3/g(x) :n\/lim g(x)
Exemplo: lims X+3 =3/lim L =3 L -
o3\ (X+3)(X* =3x+9)  |=3(x*-3x+9) | (-3) -3(-3)+9) 7 3

11) Limite da funcdo polinomial para X — o

lim f(x)=lima,x"

X—>+oo X—>+oo

f(x) ,. ax"

= lim —
x>t () (X) X—>+o0 me

Exemplos: a) Dada a fungdo f(x)=2x>-5x*+2x~1, calcular lim f(x).

X—>+0

lim f(x) = lim 2x* =5x* +2x—1= lim x [2—§+ 2 +i3}
X—>+00 X—>+0 X—>+30 X X X
lim x*(2—0+0+0) = lim 2x* = +oo0
2

b) Calcular Ilmﬂ

x>0 4%% +3X— 7

2x> 5x 1 5

25X+l 2 2ty o Tyt 2-0+0
lim———= 222 m =

X 2
| m-—
7 x»+oc4_|_0 0 X—)+oc4
2 T2 2

X
| =
X—>+0 4)(2 +3X =7 x>+ 4)(2 3x 7 X—>+00
x> x* X X

c) Calcular lim («/x2 +2X+3 - x)

X—>+0

lim (Jx2+2x+3—xXx/x2+2x+3+x)_I X2 +2X+3-%°
X0 (\/X2+2X+3+X) X"*°°x/x +2X+3+X
lim 2X+3 _ lim 2% _ lim 2X 1

’HW’\/X +2X+3+X X+ X a2

RS - 377 km 27 - Passo Novo

Instituto Federal farroupilha Campus Alegrete |
Alegrete - RS

[N

Fone/Fax: (55) 3421-9600
www.al.iffarroupilha.edu.br




Professor Mauricio Lutz

24

A INSTITUTO FEDERAL |

Exercicios

1) Calcule os limites, caso existam.

a) lim(2x+7)

X—>+0

d) lim (4x7 +2x° +\/§x)

X—>—0

g) limv2x® —x% + x+1

X—0

i) limyx*—5x+7 —x

=X+ 2X
m) lim———
x>0 2X°—3
) limo—2X
x> 5X 41
o xi-1
s) lim
) am x* +1
X2+ x+1
V) lim

oo (X+1)° - x°

(2x-3)°(3x-2)°

y) lim

X—>0

b) lim (- 4x+1)

. 8x+1
e) lim
xom 4X —5
2_
h) tim, | X=X

X—0 X —

2
K) lim 5x2 3x+1
x>0 2X° +4X =T

. 2-x°
n) lim
x>-0 X +3

q lim 4x -3
x> 3X + 2

) X2 —3x+4
t) lim—; >
x>0 3X° +5X° —6X + 2
3
m (2x-3)
x>0 X(X+1)(X +2)

2) lim (x+2)* - (x3—1)4
X0 (2x+3)

2) Calcule os limites, caso existam.

a) Iim(\/x2 +3x+4 - x)

X—>0

d) Iim(\/x2 —x+1—x)

X—>0

o)) Iim( —/X? +4)

X—0

) lime*

X—0

m) lim(2x* =3x® + x+6)

p) lim (2x° —3x° +6)

. —3x*+2x* +5
s) lim

x>0 X+1

. 25x -2
V) lim

x>» 16X — 3

y) lim X —3x+1
o0 X2 — X2 4 x -1

Instituto Federal farroupilha Campus Alegrete
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b) Iim(\/x2 +3x+2—x)

X—>+00

e) Iim(\/x2 +1-+/X2 —1)

X—>0

h) Iim(\/x2 +ax+b - x)

X—>00

k) lim e*

X—>—00

n) lim(2x* —3x® + x + 6)

g) lim 5x* —3x? +1
x>0 5x2 4 2x —1

4x +1

Z —
) 2x% +5x -1

c) lim(3x® +2x° - x+4)

f) “m23x—+2
x>—2 X° —5X+6

. (6x—1)2
i) lim
x>0\ 2X+3

. 4-T7xX
[) lim
x>—0 2 4+ 3X

u) lim X H4
>0 8x% —1

X) lim (3x+2)°

x>0 2X(3X +1)(4x —1)

¢) lim(Vx+4 -x-2)

f) |im(\/X2—4x+5—\/x2—3x+4)

X—00
- - 5
i) lim 3x
X—>—0

) lim(2x* —3x> + x + 6)

0) lim(2x®> —3x* +6)
. 5x*—3x%+1
) lim 2 2% *2
x>-o HX“ 4+2x -1
u) lim 2x+1

x>0 X —3

. x-1
X) lim—
x>0 X° 4+ 3
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1) a) +o© b) +oo C) +oo d) —oo e) 2 f) O g) +oo
h) 1 )9 J)—5/2 k) 5/2 ) -7/3 m) —oo n) +oo
0)1 p) —2/5 q) 4/3 r) +oo S) —oo )0 u)o0

v) 1/3 w) 8 x) 9/8 y) 72 z) 3/2

2) a) 3/2 b) 3/2 c)0 d) - e)0 f) —% 00
h) a/2 i) —c0 J) +oo k)0 [) +co m) +co n) +oo
0) +oo p) — q) +oo r) —co S) —© t)2 u) 2

v) 25/16 w) %2 x) 0 y)0 z)0

12) Limite exponencial fundamental

lim
e=

x—0

lim

x—0

Exemplos: a) |

(1+£J = Iim(1+i
X—>+00 X X—>—00 X

2,71828182...

lim(1+ x)% —e

e -1
X

=1

4x
b) lim (1-%
X—>—00 X

Neste caso usaremos uma mudanca de variavel.

I

1 4x 1 X 4 1 X 4
im(1+—j = Iim{(“—j } :{Iim(H—j } =g*
X—>+00 X X—>400 X X—>+00 X

Facamos x=-3t. Se x - —wo entdo t — +x.

Log

3 4x
0 Iim(l——) =1lim
X—>—00 X t—ow

4(-3t)
(] _ _3)
-3t

13) Limite trigopnométrico fundamental

senx

lim——=1

x—0

lim

x—0
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mx m

—12t
= Iim(1+ 1) = {
t—oo t

t
Iim[l + 1) }
t—owo t
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Exemplos: a) Calcule Iing SeQSX

X—> X
lim 52X _ |im(1. sendx .8} ~11g-8
x>0 3% -0\ 38X 3 3
b) Calcule lim32M>X

x>0 sen4x

sensx

lim sen5x: im SX =E=§
x>0 sendx  x-0 , SendX 4.1 4

4
4x

Exercicios
Calcule:
6x 1)( éx
a) |im(1+1) b) Iim[1+£)2 c) |im(1+1j3
X—>+00 X X—>+00 X X—>—00 X
e) Imsen3x ) lim sen3x ) Iimsen2x
x>0 2X =0 X x—0 sen3x
i) lim—— i) lim =207 k) lim SEN4X
x=0 Senx x=0 Sen3zx x=0  3X
. Sen3x . 2X . 3x
m) lim n) lim—— 0) lim
x>0 X x-0 SeNX x-0 5en5x
) Irnsenx2 0 lim senx s) lim sen’3x
q x—0 X x—0 X2 x—0 5)(2
2X 5x 1
u) Iim(1+z) V) Iim(l—g) w) lim(L+2x)x
X—>00 X X—>—00 X x—0
. 1-cosx . sen5x
y) lim z) lim
x>0 4x x>0 sen3x
Gabarito
a)e’ b)yJe c)ele dye €32 3 g)2/3
k)4/3 1)0 m3 n2 0)35 p32 qgbo
)95 10 ue ve™ we’ X% y)0
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z) 5/3

h)1/5 )1

i) 1/3

r) ndo existe
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